en niet linealre transformaties

-~ door

Q£¢;£¢;293§HEE§

Zoals bekend kunnen l1lteratieve processen voor het vinden
f(x) =

vortel(s) van een vergelijking

van (een’

door x_ ., = x, - ¢, T(x )

waarblj x © iterant is en de coefflcient ¢ mag afhangen

de n
. n

n
van x_ .
Wij veronderstellen voor het gemak dat de gezochte wortel
O 1s; dit kan zonder bezwaar gedaan worden: Zij de wortel n.l.
a en ﬂn = X - a, dan gelden de volgende beschouwingen voor
£

L.P.V, VOOT Xn.

De orde x van het iteratleve proces is de exponent voorko-
mende 1n de relatile
waarin A een van X onafhankelijke constante 1is en

Hierblj is gebruik gemaakt van het symbool 0 ook voork
bl] asymptotische ontwikkelingen, hetwelk aangeeft dat er een vast
van x onathankelljk getal C bestaat zodanlg dat de restterm in
absolute waarde kleiner is dan | Crﬁz*ﬁ

Met behulp van (1) kan indien f(x) en c_
ontwlkkeling naar X,, bezltten de relatie (2) worden afgeleid;
zelf's merken wlj op dat al voldoende 1s een relatie van de v

X

een asymptotische

voor €én waarde van H,

Om maar eenvoudie e Doginnen zullen wij Ch, = C €en comn-
stante voor elke n kiezen, Dit proces als beschre
Mises (1929) heeft enkele voor rekenmachines plezierig
pen, ook nadelen, '

Z1J te bepalen alle reele nulpunten van f({x). Indien
mogelijk is { ¢! te bepalen kleiner dan het omgekeerde van
4 ff‘(x)l dan vindt men startend in een bepaald punt X~ €en
voorgeschreven nulpunt. De waarde van X, nadert monotoon tot deg
- S ~ wortel. Heeltl men een keer een wortel ge

ven d

vonden,
~rhoogt of verlaagt d .
tel een klein beetje.en lteree

rt door.
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1.618 enz.

wat bij de een differentiaal-
differentlie quo tientT . Tndien he t . B
f(x_.) groot is, werkt Regula
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O

B %f,licl X%+ 0 (x 3) ' (3)
vaarbij de ordeterm aangeeft dat de fout kleinér is dan een
constante onafhankelljk van ¥ vermenigvuldigd met een homo-
geen polynoom van de graad 3 1n de varlabelen

(1 = 1,2,....,0).

Een proces dat in het algemeen llneailr 1s. Het 1s kwadra-

tisch, indilen

_ i ~h
1 + Ch’fk = O

of c%l.flré mmé'}i; 1
dus als C(m) = -((F'))
Dit laatste proces is beschreven door Milne; als els
reldt dat |FP'l # 0. Het vereilst echter de kennls van de
coEffici&nten fE, welke onbekend zijn. ZiJj worden evenals Db1l]

het proces van Newton benaderd door
te berekenen.

Het analogon van Regula Falsl 1s ook hler te geven, de
1ifferentiasalguotienten moeten dan vervangen worden door dif -
ferentiequotienten. Het aantal malen dat de functie berekend
dient te worden is echter groot bij "total step’-iteratie.
Bij de "single step" procedure is een aardige variant, waar-

van de orde nog onbekend 1is.,

Laten wij eens het geval van een l1lteratiel proces van eer-
ste orde van een vergelijking met een onbekende beschouwen;
— voldoet dan aan de relatie

Xopq = 8 X T avnn (1)
Al sinds 1870 kent men het begrip geltereerde functies: Passen
nij de operator (1) n-maal op XA toe, dan krijgen wi]

1@
X o= T e e e
axo

de fout X

n
waarin X als een soort amplitude kan worden opgevat en a als

een frequentie. De andere termen voorkomende in de operator (1)
verstoren dit eenvoudige beeld wel, maar wellicht is iets tTe



- -
VD T n 't he t t O e LV4 O e .9 ﬂ V a, | @] a Tl d @ P e f Pe q U. e n t i— e S %
iks is ons trouwens bekend ult de theorilie van het
den en elgenvectoren

1 Tieproces ter bepalling van elgenwaal
ymmetrische matrix: Is deze matrix van de orde K, dan

x, =B+ ¥ A, (A)
31j het itereren van de oplossing van meerdere vergellj-

Kingen voldoen de geitereerde waarden In het algemeen niet
voorwaarde (A), omdat wij in feite te maken hebben met

aan Jde

matrixvermenigvuldigingen van de foutvector.

Met ultzondering van bepaalde nog nader aan te dulden

rij, voldoet elke rij X, aan voorwaarde A op een bepaald mo-

men t .
Men kan n.l. bij x_ voor r = ((n - K) (1) (n + K)) in het

cemeen 2K + 1 getallen , Akm, Ak, n? k = 1(1)K aangeven

r = ((n - K) (1) (n+K) (2)

Het getalBKn kunnen wij de momentane limiet(basis) noemen
J
van de Ke orde,

Gaan wli] even terug naar rijen, welke voldoen aan voor-

waarde (A): zij kunnen voldoen aan de voorwaarde lq, ] <1

en dus convergent zijn en een limietwaarde hebben n.l. B of
AR
Bovendlen kan de convergentie of divergentie nog oscillerend
zljn,

funnen divergent zljn en een antilimiet n.l. B hebben.

Laat nu 44X, de gewone de gewone voorwaartse differentie
van X zljn, dan voeren wlj in:
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5
of In de notatie van (5)
K _
Cn“E:+ ® @ ° e + qu i O (6)
Substitueert men (2) in (5) en maakt men gebruik van boven-
> t

ande vergelljking dan krijgt men

QK{XH) - 5“’

indien althans nlet aan de vergelljking

Cheg T Choxiq Toeeee ¢ = O
voldaan 1is, In dit laatste geval voldoet g = 1 aan de verge-
lijking (6) en dan is de propositie (2) niet mogelijk.

z1ljn weer nieuwe operato-

(7)

Met behulp van de operator eK
ren te deflnleren, b.v. door herhaald toepassen van 1 5 ult de
verkregen waarden een bepaalde rij te nemen en daarop weer een
e,, toe Te passen. Voor hun eigenschappen nader bestudeerd wor-

den geven wlj eens een voorbeeld.

Zle Shanks Journal Math. & Phys. XXXIV no. 1, April, 1955
'ﬂ'ml}wi—[—im&_
3 5 7
2 a
n X, €, (e47) (61)3 (&)

4, 0000000
g 2.00066667  3,1666667
2 3.4666667  3.1333333 3,1421053
3 2.8952381 3,1452381 3, 1414502 3.1415993
4 3.3396825 3,1396825  3.1416433 3.1%15909  3.1415928
5 2.9760462 3.1427129 3.1415713 3.1415933 3.1415027
& 3.2837385 3.,1408814 3.1416029 3.1415925
7 3.0170718  3.,1420718  3.1415873

S 3.2523659  3.1412548
9 3#0418396

Nnemen wij hetzelfde voorbeeld en passen hierop de lineaire
middelingsoperator toe:
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Wii noemen een operator T regulier indien als de rij A

z1ijn alle onein
" bestaat niet.

(8)

g (xy) - X g (K] - X e £ O

In

een N zodanilg dat voor n> N alle AX, hetzelfde

hebben, Verder houdt ook 1 - Rn hetzelfde teken voor vol-

wWe ;,--t el S e 1 ( X &L/ ) - X fo 0 74 O ®

niet mogelljk wegens de convergentle van X, -

bestaat of A& X of - 4 X vanaf n >N ult positieve

termen en convergentie vereist n., sx —0. Maar

By — o4 (X ) = Xoo# O

dus ook n.(1 - “n>~**o
Volgens een criterlium ult K, Knopp, Theorle und Anwendung
der Unendliche Reihen p. 286, no. 170 kan dan X niet converge -

e n @

Er volgt dus

e "1 ( ), P ) = X O .
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Fen en ander gaat -. tenslotte - Ten
Desondanks 1s het
maruimte,

snanmerkelijk voordeliger.

Hoewel we het nict hebben toegepast, zie 1k geen enkel be-
zwaar om de quadraat-wortel op een analoge wijze te berekenen:

Inlelding: Wo = b,22" en by = b.2

(Ter versnelling van de convergentie):

Resultaat: als b, = 1 , dan 1is Wi = b*<,
De dubbel-lengte worteltrekking in de ARMAC b.v. maakt er
expliciet gebruik van, dat het getal maar in dubbele
gegeven ist: het argument wordt tussen K-- en 1 gen
dan wordt de (enkele lengte) wortel met de normale worte L-
Line getrokken, deze wordt met €én naslag m.b.V,
Newton's iteratle tot tweevoudige lengte verbeterd, en overxr

het

&

halve aantal binaire plaatsen teruggeschreven.

Resumerend moet worden opgemerkt, dat de multi-lengle routines
e al ernstig zijn beinvlced door de beperkin-
cen-systeem 1s hiervan de minste.

bouwde deling van

grotere snelle

ceheugen en welllichtT
Cor, *

van de "volle'" dubbel-lengte accumule



